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МОДЕЛЮВАННЯ СКЛАДНИХ СИСТЕМ 
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Анотація. Розглянуті основні задачі зовнішньої балістики. Наведені приклади, що допускають аналітичні 
розв’язки. Результати адаптовані до стрілецьких видів спорту.
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Сучасний стан проблеми. Наука, яка 
вивчає закони руху снаряда (стріли, дробі, кулі, ар-
тилерійського снаряда і т.п.) називається балісти-
кою. Вона складається з трьох розділів — внутріш-
ньої, зовнішньої та перехідної балістики.
Внутрішня балістика вивчає рух снаряда в ме-
жах зброї, а також усі явища, які супроводжують 
цей рух. Зовнішня балістика вивчає рух снаряда у 
просторі, а також вплив різноманітних чинників 
на влучність стрільби. Перехідна балістика вивчає 
процеси, що відбуваються в той час, коли снаряд за-
лишив межі зброї, але на нього ще діють внутрішні 
чинники зброї. Перехідна балістика пов’язана як з 
першим, так і з другим розділом.
Теорія та практика внутрішньої, зовнішньої та 
перехідної балістики фундаментально розроблені 
для потреб артилерії більш як сторіччя назад [10]. 
Адаптація основних теоретичних результатів для 
спортивної стрільби найбільш повно проведена для 
кульової стрільби [12] і в значно меншій мірі для 
стрільби з гладкоствольної зброї [3, 9] та стрільби з 
лука [1], хоча принципових проблем для реалізації 
цього питання немає.
В останній час у зв’язку з активним застосуван-
ням у спортивній науці методів і принципів моделю-
вання знову актуальними стали проблеми балістики.
Звернемо увагу на цикл робіт Заневського І.П. 
[4, 5] з моделювання системи «стрілець-лук». Авто-
ром запропонована механіко-математична модель 
системи, розглянутий цілий ряд питань внутріш-
ньої балістики.
Питання внутрішньої та зовнішньої балістики 
гладкоствольної зброї та моделювання основних 
структурних систем у стрілецьких видах спорту 
досліджується в роботах Лопатьєва А.О. з співав-
торами [6—9]. 
Мета дослідження. Розглянути та описати про-
блеми зовнішньої балістики в аналітичному виг-
ляді для певного класу диференціальних рівнянь з 
початковими умовами.
Основні результати досліджень. Введемо основ-
ні поняття та визначення якими звичайно користу-
ються в зовнішній балістиці.
Лінія, яку описує в просторі центр маси ру-
хомого снаряда, називається траєкторією. Траєк-
торію центра маси снаряду можна отримати, якщо 
сформулювати задачу про рух матеріальної точки з 
початковою швидкістю в полі сили тяжіння. В ре-
альній ситуації на снаряд, що рухається діють при-
наймні ще дві сили, а саме сила опору повітря та 
сила вітру, а також ряд другорядних чинників(зміна 
температури повітря, тиску, тощо). При більш де-
тальному розгляді ситуації треба брати до уваги 
також дію сил, які викликають деривацію снаряда 
та намагаються перевернути його.
Загальна постановка даного класу задач наве-
дена в роботі Бухольц Н.Н. [2]. Розглядається рух 
матеріальної точки маси m під дією заданих сил. 
Рівняння руху мають вигляд
m d r
dt
F k
2
2


 
де r — радіус-вектор точки по відношенню до від-
повідної системи відліку, Fk

—  сили, що прикла-
дені до матеріальної точки.
Основна задача динаміки точки наступна: при 
заданих силах, що діють на матеріальну точку, а та-
,
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кож знаючи її початкове положення та початкову 
швидкість визначити закон руху точки. 
Зауважимо, що цілий спектр цікавих результатів 
отримується при розв’язуванні іншої (або першої) 
задачі динаміки точки, а саме: при заданому русі 
точки визначити сили, які на неї діють.
Розглянемо окрему дію певних чинників на сна-
ряд. Снаряд, отримавши при вильоті певну початко-
ву швидкість, прагне за інерцією зберегти величину 
і напрям цієї швидкості. Якби політ снаряда прохо-
див у безповітряному просторі і на нього не діяла б 
сила тяжіння, то він рухався б прямолінійно, рівно-
мірно і нескінченно довго в напрямі стрільби та за 
кожну секунду пролітав би однакові відрізки шляху 
з постійною швидкістю, яка дорівнює початковій.
Тепер якщо припустити, що на снаряд діє ще й 
сила тяжіння, то снаряд буде падати вертикально 
вниз, причому за першу секунду на 4,9 м, за другу 
— 19,6 м і т.д. згідно законів механіки про вільне 
падіння тіла. Таким чином, якщо снаряд рухається 
тільки за інерцією в напрямі пострілу, то він влучає 
в певну точку площини перпендикулярної до на-
пряму пострілу, якщо на снаряд діє ще і сила тяжін-
ня то траєкторія снаряда  проходить нижче цілі. 
Тому для того, щоб снаряд влучив у ціль напрям 
пострілу повинен мати певний кут з площиною го-
ризонту зброї, який називається кутом підвищен-
ня. Горизонтальна площина, що проходить через 
точку вильоту ще називається горизонтом зброї.
Розглянемо класичний приклад руху снаряда 
(його центра маси) в полі сили тяжіння, який кину-
тий під кутом α до горизонту з початковою швид-
кістю 0V . Нехай х — напрям польоту, z  — висота. 
Закон руху центру мас визначається співвідношен-
ням [2, 6]:
При заданій початковій швидкості 0V  гори-
зонтальна дальність буде максимальною при: 
x t
z t g t

 
V
V
0
0
21
2
cos ,
,

де t — час, g — прискорення вільного падіння.
Рівняння траєкторії в непараметричному ви-
гляді має наступний вигляд:
(1)
z x g x tg
cos


2
0
22V
Таким чином, траєкторією центра маси є пара-
бола з віссю, паралельною осі z, яка проходить через 
початок координат. Кут α, який утворює вектор по-
чаткової швидкості з горизонтальною площиною, 
називається кутом кидання.
З рівняння траєкторії (2) знаходимо, що гори-
зонтальна дальність дорівнює:
(2)
1
0
2 2
l g
 V
sin . (3)
sin ,2 1 
тобто при куті α = 45°. Зауважимо, що такий випа-
док має місце в безповітряному просторі. У повітрі 
цей кут буде трохи меншим.
При заданому куті кидання максимальна висо-
та Н підйому точки буде наступною
(4)
H z
g
 max sin0
2
2
2
V
 (5)
З вищесказаного випливає, що при заданій по-
чатковій швидкості 0V  найбільша висота підйому 
буде при α = 90°, тобто коли початкова швидкість 
направлена догори, і буде дорівнювати
z
g
max  0
2
2
V (6)
Час руху Т з початку вильоту до досягнення 
горизонту: 
T
g

2 0V sin  (7)
Врахування сили опору середовища приводить 
до серйозних математичних труднощів у випадку, 
коли ми прагнемо отримати розв’язок у замкнено-
му вигляді. Зауважимо, що закон опору середовища 
доволі складний [2]. Відомо, що для малих швид-
костей (до 0,1 м/сек) опір середовища можна вва-
жати пропорційним першій ступені швидкості. Для 
дозвукових швидкостей (приблизно до 240 м/сек) 
опір середовища пропорційний другій ступені 
швидкості. Якщо замість матеріальної точки роз-
глядати деяке тіло, то в аеродинаміці приймається, 
що чисельне значення сили опору можна розраху-
вати за формулою
R Scx 1
2
2
 V
де   — густина повітря, S  — площа міділевого 
перетину, тобто площа проекції тіла на площину, 
перпендикулярну до напряму швидкості, xc  — ко-
ефіцієнт опору, який залежить від форми тіла. При 
дозвукових швидкостях величину xc  можна ра-
хувати постійною. Напрям дії сили опору повітря 
протилежний напряму вектора швидкості.
Розв’язок задачі про рух матеріальної точки, ки-
нутої під кутом α до горизонту в полі сили тяжін-
ня з врахуванням опору повітря вже не допускає 
розв’язку у вигляді простих аналітичних формул 
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виду (1), (2). Розв’язок такої задачі можливий лише 
за допомогою чисельних методів.
Зауважимо, що під дією сил опору повітря траєк-
торія втрачає форму правильної параболи — тепер 
вона має вигляд несиметричної кривої: вершина 
ділить її на дві рівні частини, причому висхідна гіл-
ка завжди довша за низхідну. У кульовій стрільбі 
умовно приймають співвідношення довжини ви-
східної гілки до низхідної як три до двох. 
Наведемо розв’язок однієї з небагатьох задач 
руху в повітрі, яка допускає розв’язок у замкнутій 
формі. Нехай в повітрі вертикально падає деяке 
тіло, на яке діє сила тяжіння gm

та сила опору 
повітря R

. Якщо вісь z направлена вертикально 
вниз, то рівняння руху буде мати вигляд:
(до 10 м/с). Силу та напрям вітру на практиці виз-
начають за місцевими ознаками. Практично рідко 
буває, щоб вітер мав однаковий напрям і силу. В 
основному він діє поривами, тобто має імпульсний 
характер, і його можна задавати у вигляді:
m d
d t
m g RV   (8)
У випадку падіння тіла без початкової швид-
кості ( 0V =0) та представлення сил опору повітря 
у вигляді:
m d
d t
m g RV   (9)
закон руху падаючого тіла (з початковою умовою 
z= 0 при t = 0) має вигляд:
z
k g
k g t 1
2
ln ch ( ) (10)
Силу вітру в достатньо загальному випадку 
можна записати у вигляді: 
Зауважимо, що вітрове навантаження для ви-
падків, що нас цікавлять має навіть більш простий 
вигляд. Зрозуміло, зміна сили вітру по осі z (зріст 
стрільця) відсутня. Практично відсутня сила вітру і 
до максимальної висоти, яку може досягнути стріла 
або заряд дробі, що є не більше ніж десятки метрів. 
У реальних умовах наших завдань
2 2F F t x y z
 
 ( , , , )
2 2F F t
 
 ( ),
а залежність від координат x, y цікава в основному 
для отримання фундаментальних розв’язків від-
повідних крайових задач.
Зустрічний та попутний вітер незначно впли-
вають на точність стрільби, тому ними звичайно 
нехтують. Боковий вітер може значно впливати на 
траєкторію польоту снаряда навіть на невеликих 
відстанях. Сила вітру залежить від його швидкості. 
У стрілецькій практиці розрізняють слабкий вітер 
(до 2 м/с), помірний вітер (до 5 м/с) і сильний вітер 
де )(, 0 tFF

 — сила вітру, t — час, t1, t2— час по-
чатку та кінця вітру, H  — функція Хевісайда.
У практичній діяльності стрільцю потрібно так 
пристосуватися до погодних умов, щоб кожний на-
ступний постріл був близький до умов попередньо-
го пострілу.
Під другорядними чинниками, що впливають 
на поведінку снаряда звичайно розуміють вплив 
зміни густини та температури повітря. Ці зміни 
протягом стрільби як правило незначні, суттєво 
вони відрізняються хіба що в різні пори року.
Висновки. Знання законів балістики допома-
гають стрільцю правильно вирішувати ряд прак-
тичних питань, а також аналізувати результати 
своєї стрільби. У роботі розглянуто дію всіх мож-
ливих сил, що діють на снаряд, в процесі його руху 
в просторі. Наведені замкнуті аналітичні розв’язки 
задач руху матеріальної точки, кинутої з початко-
вою швидкістю під кутом до горизонту та падіння 
тіла без початкової швидкості в повітрі, сила опору 
якого пропорційна квадрату швидкості. Наведено 
варіанти задання сили вітру у вигляді імпульсної 
функції від часу.
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тированы к стрелковым видам спорта.
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Lopatiev A.O., Tkachek V.V., Karasiov V.O. Mathematical aspects of external ballistics. Th e basic problems of external 
ballistics are discussed. Th e examples with analytical solutions are shown. Th e results are adapted for shooting sport.
Keywords: external ballistics, a material point, trajectory.
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Навчальний посібник вміщує докладний опис техніки виконання основних 
та додаткових масажних прийомів. Детально описано методику масажу окремих 
частин тіла людини з точки зору процедури загального гігієнічного масажу. Значна 
увага приділяється спрямованості механічної дії окремих прийомів, що сприятиме 
більш чіткому диференціюванню структури часткового масажу з урахуванням 
анатомічної побудови масажованої ділянки тіла. Автором зроблено спробу уніфікувати 
термінологію щодо назв окремих масажних прийомів.
Розділи зі спортивного та лікувального масажу вміщують необхідний методичний 
матеріал для роботи як у спортивній команді, так і лікувальних установах. 
Навчальний посібник розрахований на студентів та викладачів вищих навчальних 
закладів де викладається масаж, а також для тренерів, реабілітологів і масажистів 
різного профілю.
Єфіменко П.Б.
